Teoéria grafov

2.1. Uvod do teérie grafov rapn theory)

Pokym matematika ma dlht a slavnu historiu, tak toto nie je pripad matematického oboru teérie grafov. Za
prelomovy rok sa tu povazuje az rok 1736, ked’ L. Euler publikoval rieSenie tzv. Problému Kalingradskych
MOStOV (Ksnigsberg Bridge Problem). DVEsto rokov neskor, roku 1936, napisal Dénes Konig prva knihu o tedrii grafov
a odvtedy sa zacala tato disciplina prudko rozvijat’.

2.1.1. Co je to graf?
Formaélne povedané, graf je:

e konecnd neprazdna mnozina vrcholoviyerices) V' @
e (aj prazdna) mnozina dvojic vrcholov (hrangedges)) E

Vrcholy si mézeme predstavit’ ako ,,stanovistia®“. Mnozina vsetkych vrcholov V je potom mnoZina vSetkych
moznych stanovist. Analogicky, hrany reprezentujii cesty medzi dvojicami tychto stanovist; mnozina E
obsahuje vSetky cesty medzi stanovistami.

2.1.2. Reprezentacia
Grafy si obycajne predstavujeme v tejto analdgii. Vrcholy su body alebo krizky a hrany st ¢iary medzi nimi.
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V grafe na obrazku, V = {1,2,3,4,5,6} a E = {(1,3),(1,6),(2,5),(3,4),(3,6)}. Kazdy vrchol patri do mnoziny
V a kazda hrana patri do mnoziny E. Niektoré vrcholy nemusia byt spojené ziadnou hranou, takéto vrcholy
nazyvame izolované.

Ciselné hodnoty, $pecifikujuce ich dizku alebo cenu, st niekedy asociované s hranami, také grafy sa potom
nazyvaju hranovo ohodnotenédge-weightedy (Ohodnotené grafy(weighted graphs)). Cislo spédté s hranou sa potom
nazyva hodnota, alebo vahaycign). Rovnako to plati pre vrcholovo ohodnotené grafy.

2.1.3. Zakladné pojmy

Hrana sa nazyva sluckaieir.ioop), ked je tvaru (u,u). Graf na obrazku neobsahuje slucky. Graf sa nazyva
jednoduchysimple), ked’ neobsahuje slucky a nasobné hrany (viac hrdan medzi rovnakymi vrcholmi). Graf,
ktory obsahuje slucky alebo nasobné hrany sa nazyva multigrafimuisigraph). My sa budeme zaoberat’ prevazne
jednoduchymi grafmi a teda, ked’ hovorime graf, predpokladame, Ze je jednoduchy.

Hovorime, ze hrana (u,v) susedi (inciduje) s vrcholom u a vrcholom v. Napriklad, hrana (1,3), susedi
s vrcholom 3. Stupefgegree) Vrcholu je pocet hran, ktoré s nim inciduji. Napriklad, vrchol 3 ma stupen 3,
zatial' ¢o vrchol 4 ma stupent 1. Hovorime, Ze vrchol u susedi s vrcholom v, ak existuje hrana incidentna
k obom vrcholom (hrana medzi nimi). Napriklad, vrchol 2 susedi s vrcholom 5.
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Pocet vrcholov grafu zna¢ime N. Hovorime, Ze graf je riedKy(sparse), ked” pocet jeho hran M je maly
v porovnani s poétom vietkych moznych hran Y&V =1 ‘inak je husty(dense)-
2

2.1.4. Orientované grafy

Grafy, ktoré sme zatial' popisovali sa nazyvajii neorientovanéndirected), pretoze hrany idd ,,oboma smermi*.
Ak sa dalo prechadzat’, napriklad, z vrcholu 1 do vrcholu 3, dalo sa aj naopak, z vrcholu 3 do vrcholu 1.
Inymi slovami, ked’ (1,3) patrilo do mnoziny hran E, tak aj (3,1) tam patrilo.

Niekedy, je k hrandm priradeny aj ich smer, potom hovorime o orientovanychgirectedy grafoch; hranam potom
hovorime orientované hrany, alebo Sipy(rcs). Hrany v orientovanych grafoch sa znazoriuju Sipkami, ktoré
urcuju ich smer.

Odchédzajtci stupefout-degree) VIcholu je pocet Sipov, ktory za¢inaji v danom vrchole. Prichddzajici stupefin-
degree) VIcholu je, naopak, pocet Sipov, ktoré koncia v danom vrchole. Napriklad, vrchol 6 ma prichadzajuci
(vstupny) stupeii 2 a odchadzajuci (vystupny) 1.

2.1.5. Cesty
Cestagpam) z vrcholu x do vrcholu y je postupnost’ vrcholov (vo,vi,...,vi) takd, ze vo=x avi=y ahrany
(Vo,V1),(V2,v3),... patria do mnoziny hran E. DlzZka tejto cesty je k.

Napriklad v neorientovanom grafe v priklade (4,3,1,6) cesta:

1

3 ]

./. 5
4 2

Hovorime, Ze tato cesta obsahuje vrcholy wvg,vy,...,vk a hrany (vo,vi),(v2,v3),... Vrchol vnazyvame
dosiahnutelnym z vrcholu u, ak existuje cesta z u do v. Cestu je jednoduchd, ked’ neobsahuje ziaden vrchol
dva a viac krat. Cestu nazyvame cyklom, ak je to cesta z nejakého vrcholu do toho istého vrcholu. Cyklus je
jednoduchy, ak neobsahuje ziaden vrchol (okrem zaciatku a konca cesty, ktory je prave raz na zaciatku cesty
a prave raz na konci) dva a viac krat. Tieto definicie platia aj pre orientované grafy (t.J. Sipy (vo,v1),(V2,V3),...

patria do E).

2.1.6. Dosiahnutel’nost’

Neorientovany graf nazyvame spojitym(alebo suvislym)connected), ked' existuje cesta z kazdého vrcholu do
kazdého iného. Graf v priklade 2.1.1. nie je spojity, lebo neexistuje, napriklad, cesta z vrcholu 2 do vrcholu 4.
Avsak, ak by sme pridali hranu medzi vrcholy 5 a 6, vznikol by spojity (stvisly) graf.
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4 2
Komponent grafu je maximalna mnozina vrcholov s vlastnostou, ze kazdy jej vrchol je dosiahnutelny
z kazdého iného vrcholu v komponente. Povodny graf obsahuje prave dva komponenty: {1,3,4,6} a {2,5}.
Vsimnime si, ze mnozina {1,3,4} nie je komponent, pretoze nie je maximalna s danou vlastnost'ou.

Orientovany graf nazyvame silne sGvislymsirongly connected), @k €xistuje cesta medzi kazdymi dvoma vrcholmi
grafu. Silne suvisly komponent orientovaného grafu je vrchol u a mnozina vSetkych vrcholov v takych, ze
existuje cestazu do vajzvdou.

2.1.7. Specialne typy grafov
Neorientovany graf nazyvame stromomyy.c), ked’ je acyklicky (neobsahuje cykly) a je stvisly.

Ah Ar

Hovorime, Ze strom je zakorenenyooed), ked’ sme jasne vyznacili jeho najvyssi vrchol - korefigoon. Teda,
kazdy vrchol v mé prave jedného rodi¢aparenty — vrchol u susediaci s v, ktory je blizSie ku korefiu, a moéZe mat’
Pubovolny pocet detichiidgren)y €0 st zvySné vrcholy, ktoré snim susedia. Strom na obrazku vlavo je
zakoreneny. Neorientovany graf (na obrazku vpravo), ktory neobsahuje cykly je lesoresy. Orientovany
acyklicky graf sa niekedy nazyva dagdirected-acyclic graph)-

Hovorime, Ze graf je uplny (kompletny), ked’ obsahuje hranu medzi kazdou dvojicou vrcholov. Uplny graf
o N vrcholoch sa oznacuje Ky. Hovorime, ze graf je bipartitny, ked’ mnozina vrcholov méze byt’ rozdelena na
dve mnoziny Vi, V; tak, ze hrany vedu len z V; do V; alebo z V, do V.
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2.1.8. Reprezentacia grafov v pocitaci

Sposob uchovévania grafov v pocitaci zavisi od konkrétneho problému. Existuji vSak aj, Standardné metody
ako k tomu pristupovat’, medzi hlavné kritéria ich hodnotenia patri pamét'ova a casova efektivnost’ operacii,
ktoré od nich vyzadujeme':

e zoznam hrdn — hrany si pamitame ako zoznam dvojic vrcholov. Tento sposob je jednoduchy na
naprogramovanie a odladenie, pamétovo efektivny, avSak vécsinou nepostacuje, pretoze vyhl'adanie
hran, ktoré za¢inaju v danom vrchole si vyzaduje prejst’ vzdy cely zoznam.

e matica susednosti — graf si pamétame v matici NxN, priCom prvok i,j obsahuje 1, ak hrana (i, j) € E,
inak prvok i,j obsahuje 0. Pre neorientované grafy, je tato matica podl'a hlavnej diagonaly symetricka.
Jednoducho sa to naprogramuje, ale pre riedke grafy to je pamitovo neefektivne. Vyhladavanie hran,
ktoré zacinaji v danom vrchole je uz rychlejSie — vyzaduje si to prejst’ len jeden riadok matice - ale
v mnohych pripadoch to stale nepostacuje.

e zoznamy susednosti — ku kazdému vrcholu si pamétdme zoznam z neho odchéadzajucich hran (pre
neorientované grafy si teda pamétame kazda hranu dva razy). Je to pamit'ovo aj casovo efektivne, ale
vyzaduje si to preciznu implementéciu, ktora nieje vzdy mozna.

e implicitne zadané grafy — niekedy si situicia nevyzaduje, aby sme si graf explicitne pamaétali ako
mnoiirzlu vrcholov a hrdn. Existuju situacie, ked’ si vieme dani mnozinu hran generovat’ hned’ na
mieste”.

Ked’ N je pocet vrcholov grafu, M je pocet hran grafu a d,., je najvacsi zo stupnov vrcholov, tak nasledujiaca
tabulka detailne sumarizuje efektivitu (pocty potrebnych operacii) jednotlivych pristupov.

Efektivnost’ zoznamy hran matica susednosti zoznamy susednosti
Pamétové naroky 2M N 2M

St dva vrcholy susedné? M 1 7
Susedné vrcholy daného vrcholu M N 17

Pridaj hranu do grafu 1 1 1

Zmaz hranu z grafu M 2 2-dpmax

! Uvedomme si, 7e kazd4 situacia nie vzdy vyZaduje optimalne rieSenie. Menej optimalnejsia rieSenie su dobré v tom, Ze st vo&i
tym lepSim sice pomalSie, ale prehl’adnejsie, robustnejSie (fazsie sa pri implementacii v nich spravi chyba) a stale dostatoc¢ne
rychle pre nase potreby.

? Predstavme si $achového kotia, ktory skade po $achovnici. Vrcholy grafu budu policka Sachovnice, hrana medzi dvoma polickami
bude vtedy, ked” kén moze skoCit’ zjedného policka na druhé. Vzdy, ked’ je kon na nejakom policku, vieme (bez zlozitého
pocitania) presne ur¢it, kam moze skocit' v d’alSom kroku (vieme urcit’ hrany) a teda si hrany grafu nemusime vopred vypocitavat’
a niekde pamatat’.
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2.3. Prehladavanie do hibKy pepin-First search)

S pojmom graf sa spaja mnozstvo vlastnosti, ktoré sa teSia naSmu zaujmu. Je dany graf suvisly? Ak nie, aké
su jeho suvislé komponenty? Obsahuje dany graf nejaky cyklus? Tieto a mnoZzstvo inych problémov mézeme
jednoducho riesit’ technikou nazyvanou prehl'adévanie do hibky(depth_firgt search), €O j€ prirodzeny sposob, ako
,havstivit* kazdy vrchol a prejst’ kazda hranu grafu systematickym sposobom. Variacie tohto prehl'adavania,
rieSia mnozstvo d’alSich tloh spojenych s grafovymi vlastnost'ami a suvislostou.

2.3.1. Sposob prehl’addvania

Pri prehladavani do hibky, ako to naznatuje uz nazov, prehladavame vrcholy ¢o mozno ,hlbsie“ v grafe
vzdy, ked je to mozné. Teda, najskor prehl'addvame hrany vrcholu v, ktory bol objaveny ako posledny,
pokym vrchol v méd neobjavené odchadzajuce hrany. Ked” sme uz vSetky hrany vrcholu v objavili,
v prehl'adavani sa vratime do vrcholu, z ktorého sme objavili vrchol v. Tento proces pokracuje pokym
neobjavime vsetky vrcholy, ktoré st dosiahnutel'né z pociatocného vrcholu(zdroja). Ak v grafe zostanu
nejaké neobjavené vrcholy, jeden z nich vyberieme ako novy zdroj a prehl'addvanie zopakujeme s pociatkom
vo vybranom vrchole. Cely tento postup opakujeme pokym nevycerpame vSetky vrcholy grafu.

Uvadzame rekurzivnu implementaciu v jazyku Pascal a C:

var graph:array[l..N,1..N] of integer; int graph[N] [N];
color[l..N] of integer; int color[N];
{rekurzivne prehladaj vrchol v} /* prehladaj z vrcholu v */
procedure visit(v:integer); void visit (int wv)
var i:integer; {
begin int 1i;
color([v] :=GRAY; /* zadéiatok */
{za¢iname prehladavat} color [v]=GRAY;
for i:=1 to n do for (1=0; i<n; i++)
if graph[v][i]<>0 then if (graph(v] [1]!=0)
if color[i]=WHITE then if (color[i]==WHITE)
visit (i) ; visit (1) ;
{koniec prehladavania} /* koniec */
color[v] :=BLACK; color [v]=BLACK;
end; }
{prehladavanie do hibky} /* prehladavanie do hibky */
procedure dfs; void dfs (void)
var i:integer; {
begin int 1i;
{kazdy vrchol dostane bielu farbu} /* kazdy vrchol zafarbime na bielo */
for i:=1 to n do for (1i=0;i<n; i++)
color[i] :=WHITE; color [1]=WHITE;
{zaéni z neofarbeného vrcholu} /* zaéni z neofarbeného vrcholu */
for i:=1 to n do for (1=0; i<n; i++)
if color[i]=WHITE then if (color[i]==WHITE)
visit (i) ; visit (i) ;
end; }

Prehl'addvanie nam, na zaciatok, prideli kazdému vrcholu bielu farbu, ked sa v priebehu prehl'adavania
,,dostaneme* do vrcholu zafarbime ho na Sedo anakoniec, ked farbenie vo vrchole ukoncime, vrchol
zaciernime.
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2.3.2. Detaily celého procesu
Proces prehl'addvania, na priklade grafu, je zobrazeny prehl'adne niZSie (zac¢iname vo vrchole 1):

e L b b
AAAAKK
KEKRKEKEK

Rekurzivne prehl'addvanie za¢neme navstivenim vrcholu 1. Objavenim hrany (1,4) zistime, ze vrchol 4 eSte
nie je objaveny (ma bielu farbu), v prehl'adavani teda pokracujeme navstivenim vrcholu 4. Tam, objavenim
hrany (4,2), navstivime d’al$i eSte neobjaveny (biely) vrchol 2. Odtial’ sa presunieme hranou (2,3) do vrcholu
3. Vo vrchole 3 prehl'addvame jeho hrany, narazime na hranu (3,4), avSak tato hrana vedie do vrcholu 4,
ktory je uz objaveny (nema bielu farbu) a teda vrchol 4 uz z vrcholu 3 nenavstevujeme. Presli sme vSetky
hrany vrcholu 3. Vrchol 3 ofarbime nacierno a prehladdvanie v niom konéi (prehladédvanie pokracuje vo
vrchole v ktorom sme vrchol 3 prvy raz objavili), vraciame sa do vrcholu 2. Objavenim hrany (2,5)
pokracujeme do vrcholu 5. Z vrcholu 5, objavenim hrany (5,1), nepokracujeme d’alej do vrcholu 1, pretoze
uz bol v minulosti navstiveny. Skon¢ili sme prehl'adavat’ hrany vrcholu 5, ofarbime ho nacierno, vraciame sa
do vrcholu 2. Vrchol 2 uz nemé hrany, ktoré by sme eSte nenavstivili a teda ho ofarbime nacierno, vraciame
sa do vrcholu 4. V vrchole 4 objavime d’alSiu hranu (4,3) — tato hranu sme uz objavili z vrcholu 3, ale eSte
nie z vrcholu 4. Prehl'addvanie ale vo vrchole 3 nepokracuje, pretoze vrchol 3 je uz zafarbeny. Vo vrchole 4
teda uz nie je ¢o prehladavat’, ofarbime ho nacierno a vraciame sa spédt’ do vrcholu 1. Tu objavime hranu
(1,5), ktord vsak nevedie do eSte neobjaveného vrcholu, vrchol 1 teda ofarbime nacierno a prehl'adavanie
kon¢i.

To To

2.3.3. Efektivnost’

Casova efektivnost’ samotného prehl'adavania prudko zavisi na volbe datovej §truktiry, v ktorej si graf
pamitame. Pamédtova zlozitost’ je vzdy linedrna O(N) od poctu vrcholov grafu N, aj ked’ v rekurzivnej verzii
sa pri velkych grafoch dost’ ,namdha“ stack volani funkcii, existuje ale aj priamociari prepis do
nerekurzivnej formy. Casovu zloZitost odvodime ako NxD, kde D je ¢as, za aky sme schopny zistit’ vietkych
susedov pre dany vrchol. Pre graf v matici NxN: D=N (celé prehladavanie O(N?)) pre graf zadany ako
zoznamy susedov D=deg;, (cel¢ prehl'adavanie O(N+M)) pre graf zadany ako zoznam M hréan je D=M (celé
prehl'adédvanie O(N.M)).
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2-4- DétOVé éthktara pre diSjunktné mn02iny (DlSJOInt-Set data Structure)

Niekedy zoskupujeme abstraktné objekty do mnoziny disjunktnych mnozin. Od takejto datovej Struktary
vyzadujeme dve zakladné operécie:

e do ktorej mnoziny patri vybrany prvok
e zjednotit’ dve ro6zne mnoziny

2.4.1. Grafova analogia
Datova Struktara pre disjunktné mnoziny si udrziava mnozinu S = {S,,5>,...,8x} disjunktnych dynamickych
mnozin. Kazd4 mnoZina S; je jednoznac¢ne identifikovatelna reprezentantom, ¢o je prvok r, € §,. Zvicsa

nezalezi, ktory prvok mnoziny vyberieme, ddlezité je, ked sa spytame na reprezentanta skupiny dva razy bez
toho, aby sme Struktiru nejako pozmenili, aby bol rovnaky.

Grafy sa celkom prirodzene podobaji na mnoziny objektov. Vrcholy koreSponduju s objektmi a hrany
znamenaju ,,byt vrovnake] mnoZzine“. Kazdy suvisly komponent je potom charakterizovany inou
disjunktnou mnozinou. Pre mnoziny nés zaujima zakladna otadzka ,,je x v rovnakej mnozine ako y?*, pre
grafy sa potom prirodzene pytame ,,je vrchol x spojeny s vrcholom y?*.

2.4.2. Dynamicka Struktira

Dana mnozina hran, jednoducho mozeme graf ofarbit’ farbami tak, ze vrcholy v rovnakom komponente buda
mat’ rovnaki farbu. Otazky, ¢i su dva vrcholy vjednom atom istom komponente, zodpovieme
v konStantnom case. My sa tu ale budeme zaoberat’ tzv. dynamickymi Struktarami, ktoré ndm umoziujua
priddvania hrdn mat’ 'ubovol'ne prepletené s otazkami.

Nasou ulohou teda je teda navrhnut’ nasledujuce operacie:

e MAKE-SET(x) — vytvori novll mnozinu S; s jedinym prvkom (S, = {x})
¢ UNION(x,y) — zjednoti mnozinu Sy (x € §,) s mnozinou S, (y €S,)

e FIND-SET(x) — vrati jednozna¢ného reprezentanta mnoZiny Sy (x € )

Neuberiem sa cestou zoznamov hran k vrcholom, ale viac zameriame sa na vnutornu Struktiru pozitivne
orientovani k operacidam UNION a FIND-SET. Vnutorne si mnoZzinu S budeme reprezentovat lesom
zakorenenych stromov. Stromy budi mnoziny aich korene budl ich reprezentantmi. Potrebujeme byt
schopny zistit’, ¢i dva prvky patria do toho istého stromu, a kombinovat’ dva stromy do jedného, zistime, Ze
tieto operacie sa daju implementovat’ vel'mi efektivne.

2.4.3. Ako to funguje?

Kazdy prvok bude ukazovat’ na svojho rodica v strome, pri¢om rodi¢ nebude ukazovat’ nikam, namiesto toho
si bude pamdtat’ pocet jeho deti (pocet prvkov dané¢ho stromu). Na takuto Struktiru nam v pocitaci bude
postacovat’ jedno ¢isla V; na vrchol, pricom ¢isla vrcholov st nezaporné ¢isla, takze, ked” Vi bude zaporné,
znaci opacné cislo k po¢tu vrcholov stromu, inak to znaci poradové ¢islo rodica. Nasleduji implementacie
pozadovanych funkcii v jazyku C a v jazyku Pascal:
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dad:array[l..N] of integer;

procedure make set (x:integer);
begin

dad[x] :=-1;
end;

function find set (x:integer) :integer;

begin
while dad[x]>0 do
x:=dad[x];
find set:=x;
end;

procedure union (x,y:integer);
var sx,sy:integer;
begin
sx:=find set (x);sy:=find set(y);
if sx<>sy then
begin
dad[sx] :=dad[sx]+dad[sy];
dad[sy] :=sx%;
end;
end;

Teoria grafov

int dad[N];

void make set (int x)
{

dad[x]=-1; /* len jeden &len */
}

int find set (int x)
{
/* zaporné é&islo -> koreni */
while (dad[x]>=0)
x=dad [x];
return x;
}
void union (int x,int y)
{
int sx=find set(x),sy=find set(y);
if (sx!=sy)
{
dad[sx]+=dad[sy];
dad[sy]=sx;

Pre nazorné pochopenie uvadzame priklad takéhoto stromu,:

b 1
° G
i 12 13
3 6
5 14
Pole dad [] je nasledujuce:
i 1 2 3 4 7 8 9(10| 11| 12| 13| 14

dad[1i] -1| 4| 11| 10

2.4.4. Degenerované pripady

V praktickom svete, ndm moézu nastat’ urcité nepredvidané problémy. Uvazujme napriklad les na obrazku
vysSie. Prvky 5 a7 st celkom hlboko v strome, pricom pri vacSich stromoch by sa niektoré prvky mohli
dostat’ poriadne hlboko a pocet operacii, ktoré by sme museli vykonat’ pri operacii FIND-SET by umerne
rastol s ich hibkou. Toto by nagu §truktiru spravilo tazkopadnou a nevhodnou na rychle otazky.

Existuju viaceré postupy na zrychlenie, ktoré vo vzajomnej kombinacii funguji eSte rychlejSie. Jeden
prirodzeny spdsob, je spravit’ to ,,spravne® pri operacii UNION, lepSie ako jednoducho zavesit’ druhy strom
pod prvy — vrcholom druhého stromu sa zvySi dlzka cesty ku korefiu o jedna. Na minimalizovanie
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vzdialenost’ ku korefiu pre vacsiu Cast’ vrcholov, je rozumné vybrat’ za koreil nového stromu koren toho
stromu, ktory ma viac potomkov. Tato myslienka sa vola vyvazovanie vahou(weight balancing)- J€dnoducho sa
implementuje tak, Ze, pamétajic poCet prvkov v koreni stromu, sa vzdy pri operacii UNION rozhodneme
spravit’ koretiom vrchol s va¢$im poctom potomkov.

V idedlnom pripade by sme chceli, aby kazdy ¢len mnoziny ukazoval na koren (aby operacia FIND-SET
trvala o mozno najmenej). Na dosiahnutie tohto stavu by vyzadovalo prejst’ aspon vSetky vrcholy jedného
zo stromov, ktory zjednocujeme. Toto moze byt ale neporovnatelne viac, ako pocet vrcholov, ktoré pri
operacii FIND-SET normalne prejdeme cestou ku koreniu. K tomuto ,,idedlu* sa vSak moézeme priblizit, tak
ze nasmerujeme vsetky vrcholy, ktoré prejdeme, na koreni! Toto, spociatku, vyzera ako drasticky krok, ale
nie je to ni¢ zloZité a tdto metdda kompresie cesty(path compressiony NAM razantne vylep$i priemerni Casovu
zlozitost’. Implementujeme ju jednoducho: ked uz v operacii najdeme koreni, urobime znovu rovnaky
prechod, pri¢om, vrcholy, ktoré prejdeme nasmerujeme do korena.

Uvazdame implementacie popisanych postupov v jazyku Pascal a C:

dad:array[l..N] of integer; int dad[N];
procedure make set (x:integer); void make set (int x)
begin dad[x]:=-1; end; { dad[x]=-1; }
function find set(x:integer) :integer; int find set(int x)
var 1i,k:integer; {
begin int k,i=x;
i:=x; while (dad[1]>=0)
while dad[i]>0 do i=dad[i];
i:=dad[i]; /* kompresia cesty */
{kompresia cesty} while (dad[x]>=0)
while dad[x]>0 do { k=dad[x]; dad[x]=i; x=k; }
begin k:=dad[x];dad[x]:=i;x:=k; end; return x;
find set:=i; }
end;
void union (int x,int vy)
procedure union(x,y:integer); {
var sx,sy:integer; int sx=find set (x),sy=find set(y);
begin if (sx!=sy)
sx:=find set (x);sy:=find set (y); {
if sx<>sy then /* vahové vyvaZovanie */
begin if (dad[sx]<dad[sy])
{ak strom sx ma viac prvkov ako sy} {
if dad[sx]<dad[sy] then dad[sx]+=dad[sy]; dad[sy]=sx;
begin }
inc (dad[sx],dad[sy]); dad[sy]:=sx; else
end else {
begin dad[sy]+=dad[sx];
inc(dad[sy],dad[sx]); dad[sx]:=sy; dad[sx]=sy; }
end; }
end; }
end; }

Na zaver poznamenajme, ze tieto vylepSenia nam v praktickych podmienkach zarucuju, Ze sa na akiukol'vek z
tychto operacii vzdy pouzije vel'mi maly ¢as ohrani¢eny malou konstantou a.
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2.5. Najlacnejéia kostra (Minimum-weight spanning tree)

Kostra, v grafovej analogii, je podmnozina hran pdvodného grafu takd, Zze zabezpecuje cesty medzi dvojicami
vrcholov. V neorientovanom grafe G to je podgraf G - strom T taky, Ze existuje cesta medzi 'ubovol'nymi
dvoma vrcholmi grafu G len po hranach stromu T. NajlacnejSia kostra je takd, spomedzi vSetkych kostier G,
ktora m& minimalny sucet ohodnoteni hran.

Problém néjdenia najlacnejSej kostry v danom grafe patri medzi starSie lohy na grafoch. Ako prvy sa nim
zaoberal Boriivka (1926) inSpirovany tlohou navrhovania optimalnej elektrovodnej siete. Borivka dava aj
polynomidlny, ale dost’ komplikovane formulovany algoritmus. Jeho postup zlepsil Jarnik (1930), avSak az
po Kruskalovi (1956) sa problém stal dostatocne znamy.

2.5.1. Zakladna vlastnost’
Kostry v neorientovanych grafoch maja nasledujucu dolezita vlastnost’:

Va Pre T'ubovolné rozdelenie vrcholov grafu G do dvoch disjunktnych
v, mnozin V; a V,, minimalna kostra grafu obsahuje najkratSiu z hran,
ktoré vedti medzi V; a V.

Preco to plati? Nech e je najkratSia hrana vedica medzi V; a V,, naviac
predpokladajme, Ze e nie je v najlacnejsSej kostre. Predstavme si graf,
ktory vznikne pridanim hrany e do nasej najlacnejSej kostry. Tento graf
obsahuje cyklus; v tomto cykle niektora in4d hrana spaja mnoziny V;
a V>, Zmazanim tej hrany a pridanim hrany e do najlacnejSej kostry
dostavame lacnejSiu kostru, o je vspore stym, Ze e nie je
v najlacnejsej kostre.

Tato vlastnost’ nam uz umoznuje vytvorit’ algoritmus konstruujici pre dany graf G najlacnejsiu kostru G.

2.5.2. Kruskalov algoritmus

Algoritmus je priamo zalozeny na uvedenej vlastnosti kostier. Kruskal navrhuje pred samotnym hl'adanim
kostry usporiadat’ vSetky hrany podla ceny do rasticej postupnosti w(e,) <w(e,)<...<w(e, ). Potom
postupne berieme hrany e,,e,,...,e,, askiSame ich pridat’ (zaciname s prazdnou kostrou) ku kostre T tak,

aby v nej nevznikol cyklus. Ak po pridani hrany e; vznikne v kostre cyklus, vynechame ju a pokracujeme
d’alSou hranou.

Vsimnime si, Ze jedina prekazke je zistovanie, ¢i sa v kostre T po pridani hrany e, = (#,v) nachadza cyklus,
to je ale prave vtedy, ked’ uz existuje cesta medzi vrcholmi u a v. Na rychlu realizaciu otazok tohto typu
pouzijeme Struktiru pre disjunktné mnoziny s kompresiou cesty.

Utriedenie si vyzaduje O(M log M) operacii, druhé ¢ast’, kde hrany pridavame do kostry, si vyzaduje v Case
O(M log* N), preto cely algoritmus pracuje v ¢ase O(M logM) . Vidime, ze najvicSie problémy nam
sposobuje triedenie hran. Pokial’ je hran ale malo, Kruskalov algoritmus nam poskytuje vcelku dobré rieSenie.
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2.5.3. Primov algoritmus

Nasledujuci algoritmus sa prisudzuje Primovi(1957), aj ked’ jeho ideu uz vyuziva Jarnik(1930) a nezavisle ho
znovu objavuje aj Dijkstra(1959) — algoritmus totiz funguje podobne ako Dijkstrov algoritmus pre hl'adanie
najkratSej cesty.

Primov algoritmus (opacne ako Kruskalov) konstruuje kostru postupnym priberanim novych vrcholov do
kostry. V kazdom kroku algoritmu, teda hrany vybrané do kostry T, tvoria jeden strom, priCom zvy$né
vrcholy su vzajomne izolované. Zafiname (s prazdnou kostrou) z 'ubovolného vrcholu v grafe. V jednom
kroku algoritmu, priberieme vrchol v taky, Ze hrana e = (u,v) je najlacnejSia zo vSetkych hran takych, ze
uel aveG-T. Toto nam v jednom kroku rozsiri kostru po najlacnejSej hrane, ktora susedi s nejakym
vrcholom kostry T.

Nasleduje implementéacia Primovho algoritmu:

var e:array[1..100,1..100]Jof longint; int e[100][100]; /* hrany grafu */
{ t[i] - je vrchol i v kostre? } /* t[i] - je vrchol i v kostre? */
{ dst[i] - vzdialenost od kostry } /* dst[i] - vzdialenost od kostry */
t,dst:array[0..100]of longint; int t[100],dst[1007];
n:integer; int n;
function prim:integer; int prim(void)
var 1i,7j,k,val:longint; {
begin int i,3,k,val;
for i:=0 to n do for (i=0;i<n;i++)
begin {
t[i]:=0; dst[i]:=9999999; t[i]=0; dst[i1]=9999999;
end; }
{ zaéiname z vrcholu 1 } /* zadéiname z vrcholu 1 */
dst[1]:=0; dst[0]=0;
for k:=1 to n do for (k=0; k<n; k++)
begin { val=9999999;
1:=0; { né&jdi najlacnej$iu hranu } /* nadjdi najlacnejs$iu hranu */
for j:=1 to n do for (3=0;J<n;j++)
if (t[jl=0)and(dst[i]>dst[]j]) then if(t[jl==0&&val>dst[j])
i:=3; { i=3; wval=dstl[j]; }
{ vrchol i pridaj do kostry } /* vrchol i pridaj do kostry */
t[i]:=1; t(i]l=1;
for j:=1 to n do for (3=0;j<n; j++)
if t[J]1=0 then { susedia i } if(t[j]==0) /* susedia i */
if dst[jl>e[i]l[j] then if(dst[j]l>e[i]1[3])
dst[jl:=el[i]l[3]; dst[jl=eli]l[]];
end; }
{ spoéitaj dizku kostry } /* spoditaj dizku kostry */
7:=0; 3=0;
for i:=1 to n do for (1i=0;i<n; i++)
inc(j,dst[i]); J+=dst[i];
prim:=7j; return j;
end; }

Takato realizacia Primovho algoritmu si vyZaduje v kazdom kroku preskiimanie N vrcholov, takze vyzaduje
O(N?) operacii. Existuju aj rychlejsie implementacie, ktoré ale kvoli svojej zloZitost' &asto stracaju
prakticky uzitok.
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2.6. Topologické triedenie ropoiogical sorting)

Cyklické grafy sa objavujii v mnohych aplikaciach vyzadujicich orientované grafy. V. mnohych situacidch sa
orientované grafy pouzivaju na vyjadrenie zavislosti ¢innosti ktoré chceme vykonat’, v tychto pripadoch je
existencia cyklus povazuje za fatalny pripad, teda, vyzaduju sa orientované grafy bez orientovanych cyklov.
Tieto grafy volame orientované acyklické grafy(directed acyclic graphs) V Skratke dagy.

Dag moéze mat’ vela cyklov, ked” neberieme orientdcie hran v tvahu, avsSak ich definujuca vlastnost' je
jednoducho, nikdy by sme sa nemali dostat’ do cyklu prechddzanim hran v smere ich orientacie. Dagy su
odli$né od vSeobecnych grafov; s Casti su stromom, s Casti grafom. Celkom urcite vieme vyuzit’ ich Struktaru
pri ich spracovani.

2.6.1. Topologické usporiadanie ipological ordering)
Zakladnom operédciou na dagoch je spracovanie vrcholov grafu v takom poradi, ze Ziaden vrchol nie je
spracovani skor ako vrchol, ktory na neho ukazuje.

Topologické usporiadanie vrcholov grafu G je linearne usporiadanie
vSetkych jeho vrcholov také, ze ak G obsahuje hranu (u,v), potom
u za nachadza v tomto usporiadani pred vrcholom v. Ak dany graf G
nie je acyklicky (dag), potom zjavne takéto usporiadanie neexistuje.

Pre graf na obrazku napriklad nasledovné usporiadanie spiiia
podmienky a teda je topologické pre vrcholy daného grafu:

JKLMAGHTITVFETDSBTC

Ak by sme nakreslili hrany medzi takto znazornenymi vrcholmi, vSetky by isli zlava doprava. Vo
vSeobecnosti usporiadanie vrcholov generované topologickym triedenim nie je jediné mozné. V naSom
priklade, napriklad usporiadanie A J G F K L E M B H C I D jejedno z dalSich moznych.

2.6.2. Reverzné topologické usporiadanie  eyerse topological ordering)

Niekedy je vyhodné interpretovat’ hrany v grafe naopak: hrana (x,y) znamend, ze vrchol x zavisi na vrchole y.
Napriklad, vrcholy grafu mézu reprezentovat’ vyrazy v matematickej knizke, pri€om hrana (x,y) znamena, ze
definicia vyrazu x vyuziva definiciu vyrazu y. V tomto pripade je dolezité ndjst’ usporiadanie definicii tak,
aby bol kazdy vyraz definovany predtym ako sa niekde pouzije. Toto koreSponduje s umiestnenim vrcholov
do radu tak, aby hrany medzi nimi §li len sprava dol'ava. Takéto reverzné topologické usporiadanie pre nas
priklad je napriklad nasledovné:

DEFCBIHGAKMLUJ

Rozdiel tu nie je az taky kriticky: reverzné topologické triedenie grafu je ekvivalentné topologickému
triedeniu grafu s otoCenymi orientdciami hran. Reverzné topologické triedenie grafu sa da ale jednoducho
ziskat' prehl'adavanim do hibky, tak, ze vzdy ked’ prehladavanie v rekurzii ,,odchddza z vrcholu®, vypiseme
¢islo vrcholu; nakoniec mame vypisané Cisla vrcholov v reverznom (opa¢nom) topologickom triedeni.
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2.6.3. Realizacia v programovacom jazyku
Modifikované prehl'addvanie do hlbky, ktoré generuje reverzné topologické usporiadanie grafu uvadzame
implementované v programovacich jazykoch Pascal a C.

var n,nto:integer; int n,g[100][100]; /* graf */
saw:array[l..100]of integer; int saw[100]; /* navstivili sme */
torder:array[l..100]of integer; /* reverzné topologické usp. */
g:array[1..100,1..100]of integer; int nto, torder[1007];
procedure dfs rts(v:integer); void dfs rts(int v)
var i:integer; {
begin int 1i;
saw[v] :=1; saw[v]=1;
{ prehladajme dalSie vrcholy } /* prehladajme dalSie vrcholy */
for 1i:=1 to n do for (i=0;i<n;i++)
if g[v,1]=1 then if(glv]I[i])
if saw[1]=0 then i1if (saw[1]==0)
dfs rts(i); dfs rts(i);
torder[nto] :=v; /* pridaj do reverzného usp. */
inc (nto) ; torder [nto++]=v;
end; }
procedure tsort; void tsort (void)
var i:integer; {
begin int 1i;
nto:=1; nto=0;
for 1i:=1 to n do for (i=0;i<n;i++)
if saw[1]=0 then i1f (saw[1]==0)
dfs rts(i); dfs rts(i);
{ hladame topologické usp. } /* hladame topologické usp. */
for i:=n downto 1 do for(i=n-1;1>=0;i--)
writeln (torder([i]); printf ("%d\n", torder[i]);
end; }

Spravnost’ tohto postupu je zrejma, pretoze vrchol priddme do reverzného topologického usporiadania vzdy
az vtedy, ked’ sme tam uz pridali vSetkych jeho priamych a nepriamych nasledovnikov.

Rovnako ako pri prehladavani do hibky, ¢asova zloZitost najdenia topologického usporiadanie vrcholov
zavisi od sposobu zapamétania grafu. Topologické triedenie sme implementovali pre maticu NxN a preto je

¢asova zlozitost rovnako O(N?).

2.6.4. Podmienka existenice

Topologické triedenie sa vyuziva hlavne na spracovanie vrcholov v poradi neporuSujicom zévislosti
vyjadrené hranami grafu G. Vieme teda, o ziskame, ak vieme vrcholy takto utriedit. Co viak, ak sa takéto
usporiadanie vrcholov neda v grafe najst? Medzi dolezité vlastnosti grafu patri teda aj neexistencia
topologického utriedenia. V orientovanom grafe je neexistencia topologického triedenia ekvivalentna
existencii cyklu. Plynie, ak v grafe neexistuje cyklus, urcite existuje topologické utriedenie jeho
vrcholov, rovnako aj opaéne. Spravnost’ ekvivalencie vyplyva so spravnosti prehl'adavania do hibky.

Gymndazium Jura Hronca 13



Teoéria grafov

2.7. Toky v siet'ach network flow)

Ohodnotené orientované grafyweighted directed graphs) SU Vhodnym modelom pre viaceré aplikacie zahriujuce
prevoz materidlov cez prepojené siete. Toknow) Vv sieti budeme chapat’ ako abstrakciu od ndm znamych
fyzikalnych tokov (ropy, vody, elektriny, materidlu vSeobecne) modelovanu v grafoch.

2.7.1. Uloha o maximalnom toku

Uvazujme sustavu rur rdéznych velkosti, zloZito spojenych, s reguldtormi mnoZzstva a smeru prietoku na
krizovatkach. Nech ma tato sustava jediny zdroj — ropné pole — a jediny spotrebi¢ — ropnu rafinériu — na
ktory s vSetky rury koniec koncov napojené. Akym nastavenim reguldtorov na krizovatkach docielime
najvyssi prietok celej sustavy? Zlozité vztahy (platné pre prietoky na krizovatkach) robia tento problém nie
vel'mi jednoduchym.

VysSie popisanu situaciu si zndzornime nacrtkom siete rar. Riry maja vsetky rovnaka
kapacitu a ropa moze tiect’ len smerom nadol. Regulatory na krizovatkach rozdel'uju
prichadzajuci tok do odchédzajucich rar. Nezavisle na nastaveniach regulatorov, ststava
je vyvazena vtedy, ked” mnozstvo ktoré priteka hore je rovné mnozstvu, ktoré odteka
dole, a ked’ mnozstvo pritekajice do kazdej krizovatky sa rovna mnoZzstvu, ktoré z nej
odteka.

Dany je teda orientovany graf G, v ktorom st vyznacené dva vrcholy: vstup s a vystup #: ostatné vrcholy su
tzv. prechodové. Dalej, kazda hrana ma priradené nezaporné Cislo c¢; — kapacitu. KaZdej hrane naviac
priradime ¢islo fj;. Ak priradené ¢isla spliiaju nasledovné podmienky

Vv Kapacitné ohranicenia: 0<f;<cy ij € E(G)
Vv Podmienka kontinuity: { Zf j,} —{ z J =0,ieV(G)-{s,t}
jev (i) jev*(i)

Potom sa priradenie f nazyva s—t tok v G, priCom C¢isla f; je mnozstvo hmoty, ktoré teCie hranou ij.
Podmienky kontinuity vyjadruja jednoduchy fakt, Ze to, ¢o do vrcholu priteka, z neho aj odteka. VSimnime si
ze uvedeny grafovy model plne zodpoveda nasej povodnej predstave o ststave rar. Cislo

io-| Zoo | za) | 20 )

jev(t)
nazyvame vel'kost' (alebo hodnota) s—# toku. F(f) je vlastne ,,Cisté* mnoZstvo, ktoré pretecie do ¢. Vzhl'adom
na podmienky kontinuity, je F(f) aj ,,Cisty* odtok z s.

Uloha o maximéalnom toku, pre dany orientovany graf G s danymi kapacitami hran a dvoma vyznaénymi
vrcholmi s a ¢, spoc¢iva v najdeni tokov f na jednotlivych hranach tak, aby f bol s— tok s maximalnou
velkost'ou. Taky tok sa nazyva maximdInymaxfiow).

2.7.2. Ford-Fulkersonov algoritmus

Zakladny pristup k tomuto problému bol navrhnuty v roku 1956. Pani L.R.Ford a D.R. Fulkerson prisli
s postupom, ktorym sa da zvysit’ lubovol'ny tok okrem maximalneho. Zacinajic s nulovym tokom (fj = 0),
aplikujeme Ford-Fulkersonov postup na zvysenie toku, pokym sa uz neda pouZzit’ — nasli sme maximalny tok.
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Zrejme mozeme kazdy tok zvySit’ aspoil o najmenSie mnozstvo nepouzitej kapacity na hranach na nejake;j
ceste z s do ¢ tym, Ze zvySime tok na hranéch tej cesty o toto mnozstvo. Toto mozeme aplikovat’, pokym sa
na kazdej s—t ceste nenachddza aspon jedna nasytend hrana (fjj = c¢;;). Existuje ale d’alsi sposob, ako zvysit’
tok! Uvazujme, ignorujuc orientacie hran, l'ubovol'né s—¢ cesty — mo6zu obsahovat’ aj hrany opa¢né k danym.
Zvysenie toku na takejto ceste potom urobime zvySenim toku na hranach so spravnou orientaciou (forward edges)
a zniZenim toku na spétnych hranach(packward edges)-

Uvedené pozorovanie teraz zovSeobecnime. Nech P je nejakd s—¢ polocesta (cesta, v ktorej ignorujeme
orientdcie hran), nech P’ je mnozina hran rovnakej orienticie a P~ mnozina hran nesthlasnej orientacie
polocesty P. Cisla
e - f,-j, jjeP”
7, jeP"

nazveme rezervy. Minimalna z rezerv na P sa nazyva rezerva polocesty P. Ak je rezerva nejakej s—t
polocesty kladna, nazyvame ju aj zvéicsujuca polocesta a potom nové priradenie f'

fy +0, ijeP”
fj =1f; =&, jjeP"
fij, ijeP

je opit tokom v G'a F(f')= F(f)+ 5, kde & je rezerva polocesty P.

Naviac, ked neexistuje zvdcSujuca polocesta — kazda s—t polocesta obsahuje nasytent hranu suhlasnej
orientacie alebo prazdnu hranu nestihlasnej orientacie — tak najdeni tok je maximalny. Uvazujme vsetky s—¢
polocesty a vSimnime si na kazdej prvli nasytenu suhlasni hranu alebo prva prazdnu nesthlasni hranu.
Mnozina tychto hran rozdeluje dany graf na dve casti. Hrany ktoré vedu naprie¢ tymito mnoZzinami
nazyvame hrany rezu. Prietok na takomto reze je potom sucet prietokov na suhlasnych hranach rezu minus
sucet prietokov na nesthlasnych hrandch rezu. Ak sa fok na nejakom reze rovna aktudalnemu toku vieme, ze
dany tok je maximalny a ze dany rez je minimalny (kazdy iny rez ma aspon taky prietok). Toto sa nazyva
veta o maximadlnom toku a minimovom reze (maxfiow-mincut theoremy — tok nemoze byt’ vacsi (pretoZe rez by musel
byt tiez vacsi) a ziaden mensi rez neexistuje (pretoze tok by musel byt mensi tiez).

2.7.3. Realizacie Ford-Fulkersonovho algoritmu

Ford-Fulkersonov algoritmus popisany vys$ie nie je algoritmom v pravom slova zmysle. Nedava nam totit’
navod, ako konkrétne zvacSujice polocesty hl'adat. Ak zvolime nejaku konkrétnu stratégiu ich hladania
dosiahneme rozdielne algoritmy na najdenie maximalneho toku.

\/ Algoritmus najkratsich polociest. Ak budeme zvacSovat tok vzdy po najkratSej zvacsujucej poloceste,
vystac¢ime s O(MN) zvacSeniami toku.

V' Algoritmus najsirsich polociest. Ak sa kazdé zvicSenie uskutoCtiuje po najsSirSej zvicSujucej s—t
poloceste, vystac¢ime pri celo¢iselnych kapacitdch s O(M-InF(f)) zvicSeniami toku.

2.7.4. Implementacia Ford-Fulkersonovho algoritmu

Uvedena implementacia najde zlepSujiicu polocestu prehl'adavanim do hibky a zvysi doteraz najdeny tok
pozdiz nej. Tok zvys$uje len po 1 jednotke, takZe je nevhodna pre velké toky, da sa viak jednoducho
modifikovat’ tak, aby zvysila tok o cela rezervu polocesty najdene;.
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var c,f:array[l..max,1..max]of integer;
saw,dead:array[l..max]of integer;
n,s,t:integer;

function push(v:integer) :integer;
var i:integer;
begin
if v=t then
begin push:=1; exit; end;
if (dead[v]=1l) or (saw[v]=1) then
begin push:=0; exit; end;
saw[v] :=1;
{predné hrany}
for i:=1 to N do
if c[v,i]1>f[v,1i] then
begin
if push(i)=1 then
begin
inc(flv,1]);
saw([v] :=0;
push:=1;
exit;
end;
end;
{spatné hrany}
for i:=1 to N do
if £[i,v]1>0 then
begin
if push(i)=1 then
begin
dec(f[i,v]);
saw[v] :=0;
push:=1;
exit;
end;
end;
{neuspesné zvySenie cez vrchol v}
saw[v] :=0;
dead[v]:=1;
push:=0;
end;

Teoria grafov

int c[N][N],f[N][N];
int saw[N],dead[N];
int n,s, t;

int push(int v)

{

}

int 1i;
{sme vo vrchole t}
if (v==t)
return 1;
if (dead[v] | |saw[Vv])
return 0;
{este sme neboli vo v}
saw[v]=1;
{predné hrany}
for (i=0;1i<n;i++)
if(cv][1i1>f[v][i])
{
if (push(i))
{
flv][i]++;
saw[v]=0;
return 1;
}
}
{spatné hrany}
for (i=0;1i<n;i++)
if(f[1][v])
{
if (push(i))
{
flil (vl--;
saw[v]=0;
return 1;
}
}
{netspesné zvysSenie cez v}
saw[v]=0;
dead[v]=1;
return 0;

Funkcia push (v) vrati, ¢i sa da cez vrchol v pretlacit’ jednotka toku, teda, ¢i existuje zvacSujiica v—t
polocesta. Jednoduchym spdsobom sa d& funkcia pozmenit’ tak, aby vracala mnozstvo toku o ktory sa da
zvysit v—t tok a teda by sme vysledny maximalny tok nasli rychlejSie (nezvacsovali by sme ho pojednom).
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